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Distancia entre dois pontos no Plano Cartesiano

1. Nivel de ensino: Ensino Médio

2. Conteudo Estruturante: Geometrias
2.1 Contetuido Basico: Geometria Analitica

2.2 Conteudo Especifico: Distancia entre dois pontos no plano cartesiano

3. Objetivos:
e Compreender o conceito de plano cartesiano.
e Aprender a marcar pontos no plano cartesiano.

» Aprender a calcular a distancia entre dois pontos no plano cartesiano.

4. Numero de aulas estimado: 6 aulas

5. Recursos:

» Jogo: Batalha Naval com Coordenadas Cartesianas. Disponivel em:
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?
conteudo=1320

* Video 1: Um Ponto de Vista. Disponivel em:
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/video/showVideo.php?video=7312

* Video 2: Jardim de Numeros. Disponivel em:

http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/video/showVideo.php?video=7266

6. Justificativa:

Nesta sequéncia de aulas o estudante tera oportunidades para rever o conceito de
plano cartesiano e o0 modo como se marcam pontos nesse plano. O aluno aprendera a
calcular a distadncia entre dois pontos no plano cartesiano para resolver problemas

contextualizados.



A aprendizagem desses conceitos e conteudos € fundamental para a continuidade

dos estudos de Matematica no Ensino Médio, pois, como bem pontuado por Richit (2005,

p. 40),

a Geometria Analitca tem a Algebra como sua aliada mais
importante, além de que € por meio deste método de estudo que
Geometria e Algebra se relacionam, pois problemas de Geometria
sao resolvidos por processos algébricos e relagdes algébricas sao
interpretadas geometricamente e esta transicdo € um processo de
suma importancia a constru¢gdo do conhecimento nessa area.

Além disso, como se pode constatar nesta sequéncia de aulas, € importante dar

acesso a conteudos de geometria analitica ao estudante do Ensino Médio, pois se trata

de uma area da matematica que tem aplicagdes em diversos campos da atividade

humana, como, por exemplo, na arquitetura e nas artes. Ou, conforme afirma Santos

(2008, p. 18),

deve-se oportunizar ao estudante do Ensino Médio o conhecimento
desse método que transforma problemas geométricos em algébricos
através de equacbes ou inequacdes, pela sua importancia no
processo histérico de construgdo do conhecimento matematico (e em
outras areas que fazem uso de resultados matematicos como: Fisica,
Astronomia...) e como ferramenta para resolugdo de problemas
matematicos. Uma abordagem correta também serve para
desvincular a algebra da simples e retroativa ideia de aritmética
simboalica.

Assim, nesta sequéncia de aulas sera trabalhado com dois fundamentos basicos da

geometria analitica, que sdo: a localizagdo de pontos no plano cartesiano e a distancia

entre dois pontos no plano cartesiano.

7. Desenvolvimento

Esta sequéncia de aulas é destinada a alunos do Ensino Médio no inicio dos

estudos de Geometria Analitica.

1.2 aula

« Antes da aula, acesse e estude o jogo “Batalha naval com coordenadas

cartesianas”, disponivel em:



http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?

conteudo=1320. Também assista e faca download do video Um ponto de vista.

Ao iniciar esta primeira aula, explique aos alunos que sera exibido um video

relacionados a geometria analitica. Trata-se do video Um ponto de vista, em que
pode ser compreendida a origem do termo “coordenadas cartesianas”. O video
mostra aplicagdes do plano cartesiano na técnica do pontilhismo em pinturas. Por
meio do video os alunos terdo a oportunidade de saber um pouco sobre a vida e a
obra do pintor francés Georges Seurat (1859 — 1891) e do matematico e criador da
geometria analitica René Descartes (1596 — 1650). Ainda por meio do conteudo
deste video, os alunos terao acesso a aplicagdes da geometria analitica como a
possibilidade de descrever uma forma sem mostrar o seu desenho correspondente,
usando apenas numeros. Ou seja, essa geometria traduz em numeros a
localizacdo de elementos no espaco.

Execute o video fazendo uma pausa aos 5 minutos e 36 segundos, quando é
mostrado o plano cartesiano com os quatro quadrantes. Aproveite esta parte do
video para revistar o plano cartesiano com os alunos. Lembre-os de que este plano
€ formado por duas retas que formam entre si um angulo de 90 graus e que essas
duas retas, separadamente, representam cada uma um conjunto dos numeros
reais (R). Por isso o plano cartesiano também é conhecido como R2 Ou seja, o
produto de R x R.

Marque pelo menos um ponto em cada quadrante do plano, para que os alunos se
lembrem de como se marcam pontos no plano cartesiano. Sugiro os pontos P1(2,
1); P2(-2, 1); P3(-2, -1) e P4(1, -2). Aproveite também para mostrar como se marca
um ponto na origem do sistema de coordenadas cartesianas P(0, 0).

Retome a execugéo do video e pare a reproducdo aos 7 minutos e 56 segundos,
quando é mostrado o plano cartesiano somente no primeiro quadrante. Aproveite
para reforcar esse detalhe. Explique que, em alguns casos, como no do uso do
plano cartesiano para reproduzir uma imagem, apenas o primeiro quadrante pode
ser suficiente. Entretanto, dependendo da aplicagdo, € necessario que o plano
cartesiano seja representado com os quatro quadrantes.

Retome a execucdo do video até o final e explique aos alunos que eles jogarao
batalha naval de coordenadas cartesianas na proxima aula. Aproveite esta aula
para preparar a turma para o jogo. Explique que o jogo que eles jogardo € um
pouco diferente do que esta no video, pois o tabuleiro tem os quatro quadrantes do

plano cartesiano.


http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/video/showVideo.php?video=7312
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/video/showVideo.php?video=7312
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1320
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1320

Reproduza na lousa o tabuleiro do jogo, ou parte dele, com uma escala menor. Ou,

se vocé tiver um recurso como um projetor multimidia, ou uma lousa digital, projete
o tabuleiro. Use o tabuleiro desenhado na lousa, ou projetado, para exemplificar
como se marcam pontos no tabuleiro, o modo como eles podem organizar as
embarcagdes nos seus tabuleiros e como dardo os tiros para tentar acertar as
embarcacgdes no tabuleiro do oponente. Para isso, desenhe uma embarcagédo em
cada quadrante do tabuleiro, explique quais séo os pontos que podem atingir essas
embarcacgdes. Exemplifique também alguns pontos que ndo acertam. Faga isso em
todos os quadrantes do tabuleiro.

Depois dessas explicagbes, propor que o0s alunos se organizem em trios para
jogar. Sugira que os alunos que se sentem mais seguros quanto a marcagao de
pontos no plano cartesiano devem se candidatar para serem juizes. Ajude a formar
os trios e garanta aos alunos que vocé os acompanhara no jogo, caso tenham

duvidas. Assim, vocé gera uma expectativa para a proxima aula.

2.2 aula

Distribua um tabuleiro para cada aluno e explique que o juiz pode ver o tabuleiro
dos dois jogadores. Ele devera usar um dos planos cartesianos do tabuleiro para
marcar os “tiros” dados por um dos jogadores e 0 outro para marcar os tiros do
outro jogador com forma de controle do jogo e para garantir que os jogadores
estejam marcando os pontos corretamente. Caso um jogador marque um “tiro” de
forma incorreta, o juiz deve interferir, fazendo com que o remarque corretamente.

Leia as regras do jogo com eles, exemplificando cada uma e tirando as duvidas

que surgirem. Depois de sanadas todas as duvidas, deixe-o0s jogarem e observe-os
enquanto jogam. Facga interveng¢des ao observar que os alunos estdo marcando os

pontos de forma incorreta.

3.2aula

A partir das observacdes que vocé fez na aula anterior, especialmente a partir dos
erros cometidos nas marcagdes dos pontos, proponha jogar coletivamente o jogo.
Desta vez, vocé jogara contra a turma. Para isso, proceda da seguinte forma: vocé
ancora as embarcagdbes em um tabuleiro a que os alunos nao terdo acesso;
desenha um plano cartesiano no quadro de giz e da a cada aluno a oportunidade
de atirar. Vocé marca os “tiros” dados pelos alunos e, tendo como referéncia as

embarcagdes ancoradas no tabuleiro escondido, informa se cada tiro dado acertou


http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1320
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/arquivos/File/jogos/tabuleiro_batalha_naval.pdf

uma embarcagdo ou se acertou a agua. O jogo termina quando os alunos
afundarem todas as embarcagdes. Nessa atividade, todos os alunos estardo
atentos as marcacgdes que vocé fara no sistema de coordenadas cartesianas e
fardo todos os esforgos para “atirar” de modo a atingir as embarcagdes. Isso pode
ajudar os alunos que ainda tém dificuldades para marcar pontos no plano
cartesiano.

Se preferir, vocé pode inverter a ordem sugerida aqui, ou seja, primeiramente vocé

joga contra a turma e depois os alunos jogam em trios.

42 aula

Antes da aula assista e faca download do video Jardim de Numeros e estude o

conteudo do manual do professor que acompanha o video. Acesse também o site
do Inmetro para obter mais informacdes sobre as propor¢cdes da bandeira
brasileira.

Explique aos alunos que o trabalho com geometria analitica prosseguira a partir do
estudo de um novo video.

Execute o video Jardim de Numeros. Ao assistirem esse video os alunos terdo a

oportunidade de conhecer um pouco sobre a vida e a obra de Roberto Burle Marx,
um importante paisagista brasileiro do século XX. Neste video também s&o usados
os termos “abcissa” e “ordenada”. Aproveite para parar o video aos 3 minutos e 6
segundos, logo depois que a personagem usa esses termos. Explique para os
alunos que, em um ponto do plano cartesiano, a coordenada x recebe o nome de
abcissa do ponto e a coordenada y denomina-se ordenada do ponto. Assim, o0 eixo
X € 0 eixo das abcissas e 0 eixo y € o0 eixo das ordenadas.

Por meio do conteudo deste video os alunos também terdo oportunidade de rever
conteudos basicos, como plano cartesiano, ponto médio, circunferéncia e
proporgao. Neste video também sao citadas algumas das aplicagées da geometria
analitica. Para reforcar esses conceitos:

pare o video aos 3 minutos e 30 segundos e pergunte aos alunos se eles
reconhecem a figura que acabou de ser mostrada. Como o plano cartesiano ja foi
trabalhado nas aulas anteriores, espera-se que os alunos reconhegam esse plano.
Espera-se também que observem que esse plano esta restrito ao primeiro

quadrante. Caso eles ndo percebam isso, vocé pode estabelecer relagdes entre o


http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/video/showVideo.php?video=7266
http://www.inmetro.gov.br/consumidor/produtos/bandeira_nacional.asp
http://www.inmetro.gov.br/consumidor/produtos/bandeira_nacional.asp
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/video/showVideo.php?video=7266

b)

d)

plano cartesiano apresentado no video e o tabuleiro do jogo. Aproveite para
perguntar quais semelhancas e diferengcas eles percebem entre a figura
apresentada no video e o tabuleiro do jogo, a fim de leva-los a reflexdo e a
concluirem que o plano cartesiano apresentado no video esta restrito ao primeiro
quadrante.

Pare o video aos 5 minutos e 48 segundos para reforgar as informacdes sobre as

proporcdes da bandeira brasileira, conforme site do Imetro.

Pare o video aos 7 minutos e 8 segundos e chame a ateng¢ao dos alunos para o
conceito de circunferéncia citado. Vocé pode usar um compasso de madeira e
construir uma circunferéncia na lousa. Aproveite para trabalhar com os elementos
da circunferéncia (centro, raio e diametro). Enquanto vocé desenha, perguntar aos
alunos que elemento da circunferéncia esta representado pela marca deixada na
lousa pela ponta seca do compasso (centro da circunferéncia), qual o nome da
marca deixada pelo giz na lousa ao girar o compasso (circunferéncia), que
elemento da circunferéncia € o segmento de reta interno a circunferéncia e que
passa pelo seu centro (didmetro) e, por fim, 0 que é o segmento de reta que mede
metade desse segmento (raio).

Pare o video aos 7 minutos e 37 segundos e informe aos alunos que os dois
pontos localizados nos eixos x e y sao os pontos médios dos lados do retangulo (0
+ 20/2 = 10) e (0 + 14/2 = 7). A partir dessa demonstragdo, questione os alunos
sobre como podemos conceituar ponto médio.

Proponha aos alunos que, em duplas, facam o desenho da bandeira brasileira,
conforme sugerido no video. Para isso, assegure-se de ter disponiveis para esta
aula, para cada dupla, folhas de papel sulfite, régua graduada e compasso. Para
mais informag¢des sobre como conduzir esta atividade, consulte o manual do
professor que acompanha o video. Acesse esse manual em
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/arquivos/File/manuais/jardimdenumeros.pdf
Execute novamente o video “Jardim de numeros” e, na medida que aparecem
informagdes no video de como desenhar a bandeira brasileira, vocé pausa o video
e anota as informagdes na lousa. Pega ajuda dos alunos para isso. Essa atitude
ajudara os alunos a compreenderem como podem recolher e sistematizar dados a
partir de um contexto como o do video. Mas, atencéo, as coordenadas do losango
nao sao ditas no video. Essa informacgao vocé deve buscar no manual do professor

que acompanha o video e fornecer aos alunos.


http://www.inmetro.gov.br/consumidor/produtos/bandeira_nacional.asp

+ Conclua explicando como desenhar a faixa na bandeira, usando para isso as
orientagdes do manual do professor que acompanha o video. Esse manual esta
disponivel em:

http://www.matematica.seed.pr.gov.br/arquivos/File/manuais/jardimdenumeros.pdf

5.2 aula

e Inicie a aula fazendo uma sintese do que foi trabalhado nas aulas anteriores. Em
seguida, comente que nesta aula eles aprenderdo a calcular a distancia entre dois
pontos marcados nesse plano e que para isso vocés trabalhardo com problemas
que envolvem esses calculos.

* Proponha para os alunos o seguinte problema que compds a prova do ENEM 2011

— Questao 150 — Prova Azul:

Um bairro de uma cidade foi planejado em uma regido plana, com ruas paralelas e
perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano de coordenadas
cartesianas seguinte esse bairro localiza-se no segundo quadrante e as distancias nos

eixos sao dadas em quilébmetros.
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A reta de equacdo y=x+4 representa o planejamento do percurso da linha do metrd
subterraneo que atravessara o bairro e outras regides da cidade. No ponto P = (-5, 5),
localiza-se um hospital publico. A comunidade solicitou ao comité de planejamento que

fosse prevista uma estacdo do metré6 de modo que sua distancia ao hospital, medida em


http://www.matematica.seed.pr.gov.br/arquivos/File/manuais/jardimdenumeros.pdf

linha reta, ndo fosse maior que 5 km. Atendendo ao pedido da comunidade, o comité
argumentou corretamente que isso seria automaticamente satisfeito, pois ja estava
prevista a construgédo no ponto

A) (-5, 0)

B) (-3, 1)

C) (-2, 1)

D) (0, 4)

E) (2, 6)

Leia o problema com os alunos e pergunte: quais sdo os dados fornecidos pelo
problema? Quais as condi¢cdes dadas para resolugcao? Qual é a questao? O que precisa
ser calculado para responder corretamente a questao?

Este € um momento importante para desenvolver a capacidade de leitura e
interpretacdo. Nao tenha pressa, insista e aguarde as manifestagbes valorizando cada
contribuicdo e fazendo as intervengdes necessarias quando os alunos tomam um
caminho equivocado.

Compreendido o enunciado do problema, peca aos alunos que o representem por
meio de um esquema. Como a esta altura os alunos ja estudaram o plano cartesiano,
espera-se que sejam capazes de representar o ponto dado no enunciado nesse sistema.
Espera-se também que sejam capazes de compreender a representagao da reta y=x+4
nesse mesmo plano.

Dé a eles tempo suficiente para que representem esses elementos, pois a reflexao
€ um aspecto importante da aprendizagem. Caso nao consigam, retome o estudo do
plano cartesiano desenhando-o na lousa. Em seguida, pergunte a eles como fariam para
saber qual seria a distancia do hospital até uma estacdo do metrd de modo que sua
distancia ao hospital, medida em linha reta, ndo fosse maior que 5 km.

Valorize todas as manifestagcées dos alunos. Possivelmente eles tentaréo resolver
o problema por acerto e erro, pois ainda ndo conhecem a ferramenta que pode ajuda-los
no calculo (distancia entre dois pontos no plano cartesiano).

Depois que discutirem um pouco, explique a eles que existe uma ferramenta que
pode ajudar a responder ao problema. Diga a eles que a distancia entre dois pontos no

plano cartesiano é calculada a partir da seguinte férmula:

dABZ\/(xb— xa)2+(yb—ya)2



Como a distancia entre a estacdo do metrdé e o ponto em que fica o hospital ndo
pode ser maior do que 5 km, pecga aos alunos que tentem encontrar a alternativa correta a
partir dessa informacéao e usando a férmula que vocé acabou de mostrar a eles.

Espere que tentem solucionar o problema e valorize todas as tentativas de
resolucdo. E provavel que eles tentem resolver usando alguns pontos aleatérios sobre a
reta dada. Isso pode funcionar, mas pode levar muito tempo. Entdo, caso nao parta de
nenhum aluno da turma, desafie-os a encontrar a solugao correta testando os pontos das
alternativas na férmula que vocé forneceu a eles.

Caso percebam sozinhos, vocé pode estimula-los a verificarem se todos os pontos
dados nas alternativas estdo sobre a reta dada no enunciado, pois aqueles que nao
estiverem podem ser descartados imediatamente, sem que seja necessario testa-los na
férmula. Isso vai acontecer com as alternativas A e C. Observe que se vocé substituir x
por -5 na equacéo da reta dada, y sera diferente de zero. Entdo, pode-se descartar o
ponto (-5, 0) da alternativa A. Da mesma forma, se vocé substituir x por -2 na equacgao da
reta dada, y sera diferente de 1. Entao, pode-se descartar o ponto (-2, 1) da alternativa C.
Os alunos podem aplicar este teste para todos os pontos e concluirdo que os pontos das
alternativas B, D e E estdo sobre a reta dada.

Calculando a distancia entre o ponto P = (-5, 5) e as alternativas B, D e E, os
alunos poderao concluir que a alternativa correta € a B, pois o resultado do calculo é V20

e V20 & menor do que 5, pois V2565,
Sugestoes para o professor

 Apds solucionar este problema, seus alunos podem ser desafiados a resolver
outros problemas como este, como também resolver problemas e exercicios em
contextos puramente matematicos, dimensao importante.

* Vocé pode encontrar bons problemas e bons exercicios no livro didatico adotado
pela sua escola como também em outras fontes disponiveis na biblioteca e na
Internet.

» Seguem algumas sugestdes de links em que podem ser encontrados problemas de
aplicacdo para este conteudo, materiais para estudo sobre o proprio conteudo e
leituras relativas a resolugéo de problemas que podem ajuda-lo na condugéo da

resolugao do problema sugerido nesta sequéncia de aulas.



Video: Distancia entre dois pontos. Disponivel em:

http://www.warlisson.com.br/exercicios/distancia-entre-dois-pontos-2

Coordenadas no Plano: Exercicios e problemas. Disponivel em:

http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/conteudo/capitulos/cap22.html

Fisica e Matematica. Disponivel em:

http://carlamcoelho.blogspot.com.br/2011/09/questoes-resolvidas-plano-cartesiano.html

Livro: POLYA, G. A arte de resolver problemas. Trad. e adapt.: Heitor Lisboa de Araujo.
Rio de Janeiro: Interciéncia, 1978. Disponivel em:

www.mat.ufmg.br/~michel/inicmat2010/livros/polya.pdf

Artigo PDE: MAIOR, Ludovico; TROBIA, José. Tendéncias Metodolégicas de Ensino-
Aprendizagem em Educacdo Matematica: Resolucdo de Problemas- Um Caminho

Disponivel em: www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/arquivos/1785-8.pdf

TENDENCIAS EM EDUCACAO MATEMATICA. 2. ed. Palhoga: UnisulVirtual. Disponivel
em: busca.unisul.br/pdf/89279 Diva.pdf

Geometria Plana: Geometria Analitica Plana. Disponivel em:

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/geometria/ganalitica/ganalitica.htm

Distancia entre dois pontos. Disponivel em:

http://www.brasilescola.com/matematica/distancia-entre-dois-pontos.htm

8. Relagoes interdisciplinares

Esta sequéncia de aulas tem aproximacdes com Geografia, na medida em que os
alunos aprenderao a marcar pontos em sistemas de coordenadas cartesianas e que esse
conhecimento é util para localizagdo de coordenadas no espago geografico.

A Fisica se utiliza do plano cartesiano e do calculo da distancia entre dois pontos

em problemas de deslocamento.


http://www.brasilescola.com/matematica/distancia-entre-dois-pontos.htm
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/geometria/ganalitica/ganalitica.htm
http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/arquivos/1785-8.pdf
http://www.mat.ufmg.br/~michel/inicmat2010/livros/polya.pdf
http://carlamcoelho.blogspot.com.br/2011/09/questoes-resolvidas-plano-cartesiano.html
http://www.im.ufrj.br/dmm/projeto/projetoc/precalculo/sala/conteudo/capitulos/cap22.html
http://www.warlisson.com.br/exercicios/distancia-entre-dois-pontos-2

A sequéncia tem também aproximag¢des com a arte, na medida em que um dos
videos aborda a técnica do pontilhismo criada pelo pintor francés Georges Seurat (1859—
1891).

9. Aprendizagem esperada

Espera-se que apds esta sequéncia de aulas os alunos sejam capazes de localizar
e marcar pontos em um sistema de coordenadas cartesianas bem como calcular a
distdncia entre dois pontos em um plano cartesiano para resolver problemas

contextualizados.
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