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A razao dos
Irracionais

Série
Matematica na Escola

Conteudos
NUmeros irracionais.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos
1. Apresentar os numeros
irracionais;

2. Demonstrar que /2 ndo é
racional com o argumento da
Reducao ao Absurdo.

Sinopse

Um jovem procura um desenhista
de moveis e lhe propoe o
seguinte problema: sua esposa
tem uma mesa de 1 metro
quadrado e quer aumenta-la para
2 metros quadrados. Joao, o
desenhista |lhe apresenta
solucoes.

Material relacionado

Audios: Formigas e 2
Experimentos: Como dividir o
cubo.



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacOes, ficcoes e contextualizacoes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e podem ser
introdutorios de um assunto a ser estudado em sala de aula ou
fechamentos de um tema ou problema desenvolvidos pelo professor.
Os programas sao ricos em representacdes graficas para dar suporte
ao conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacodes interdisciplinares.

Sobre o programa

Este video apresenta os numeros irracionais de uma maneira curiosa,
através do desenho de uma mesa quadrada.

K

Ele aborda também uma parte da histéria da Matematica Grega.
Apresenta uma demonstracdo simples de um fato, que +2 ndo é um
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numero racional usando o importante método de demonstracao em
l6gica matematica denominado Reducao ao Absurdo, que ndao é muito
comum no ensino médio.

m, S ;
&+ Fracao irredutivel

M e n nao tém fatores comuns
M e n sao numeros pares
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Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Como o video trata tambem da historia da matematica, o professor
pode introduzir o assunto com seguinte texto como um release de
imprensa do filme que pode ser distribuido para os alunos pouco
antes do filme ou mesmo no dia anterior.

Amanha: Video de curta metragem : A Razao dos Irracionais
“O bom Deus inventou os numeros inteiros, o resto é obra do homem”

Leopold Kronecker ( famoso matematico alemao do século XIX)
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Os numeros inteiros sao abstracoes que surgiram do processo de
contar objetos. Contudo as necessidades do cotidiano requerem, um
pouco mais, as fracoes ou os numeros racionais. Para os primeiros
matematicos, parecia evidente que dados dois segmentos de reta,
estes poderiam ser medidos como um numero inteiro de uma mesma
unidade de medida. Foi um choque para os pitagéricos a descoberta
que havia contraexemplos como o simples exemplo do lado e a
diagonal de um quadrado, pois eles acreditavam que tudo no mundo
poderia ser expresso por numeros naturais ou no maximo racionais.
Assim, a medida da diagonal de um quadrado com lado medindo uma
unidade € um numero irracional, isto é, que nao pode ser escrito na
forma de razao, ou seja, uma fracao.

A primeira demonstracdo de que 2 nio é racional, é essencialmente a
tradicional e é devida a Aristoteles (384-322 a.C.). Por algum tempo
J2 era o Unico irracional conhecido. Mais tarde, segundo Platdo,
Teodoro de Cirene (425 a.C.) mostrou que /3, V5, V6, V7, 8, 10,

Ji1, iz, 13, 14, J15 e 17 também sdo irracionais. Por volta de 370

a.C. Eudoxo fez um tratamento magistral dos incomensuravies. Isto
aparece no quinto livro dos Elementos de Euclides.

A exposicao moderna dos numeros irracionais (que é parecida com a
de Eudoxo) foi primeiramente formulada por Dedekind ( 1831-1916).
Em 1872, Dedekind conheceu o matematico George Cantor, que lhe
apresentou o seu trabalho sobre a construcao dos numeros reais.
Influenciado por Cantor, Dedekind escreveu em 1888 o livro O que sdo
e para que servem os numeros no qual apresenta a construcdo formal
dos numeros inteiros, racionais e dos numeros irracionais. Alguns
anos mais tarde, Cantor apresentou outra construcdao do conjunto dos
numeros reais (uniao do conjunto dos racionais com o dos numeros
irracionais). Neste trabalho ele mostra que um segmento de reta tem
como comprimento um numero racional ou um numero irracional.

Durante a execucao

Preste atencao nos argumentos do desenhista de maneira que vocé
possa compara-la com sua propria explicacao apos a execucao.
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Este video apresenta uma Prova Matematica. Uma vez apresentado,
caso ache conveniente, chame a atencao dos alunos para os elementos
de légica matematica usados na argumentacao do desenhista e mostre
os trechos do video onde isto ocorre.

Depois da execucao

E interessante o professor repetir, passo a passo, a demonstracio
apresentada no video, isto é, que /2 ndo é racional. Isto permitird que
os alunos possam perceber a sutileza da légica com o tipo de
demonstracao de Reducdo ao Absurdo.

O professor pode construir com os seus alunos a espiral de Teodoro
de Cirene, que € a figura abaixo, construindo com régua nao graduada
e compasso 0s numeros abaixo, a partir do teorema de Pitagoras.
Observe que as raizes quadradas dos numeros naturais fornecem
nimeros racionais e irracionais.
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O professor pode mostrar que toda fracao (niUmero racional) pode ser
representada por uma dizima periddica e, portanto, os numeros
irracionais nao tém representacao periddica. Com isto em mente
obtenha com seus alunos muitos nimeros irracionais, através de sua
representacdo decimal infinita e nao peridédica. Por exemplo, os
numeros:
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a=0,100100010000100000T1.... (0o numero de zeros entre dois 1s vai
sempre aumentando de 1) claramente nao é uma dizima periodica.

b =3,9229222922229222229......

O professor pode pensar em outros esquemas que possam violar a
periodicidade de uma representacao decimal conseguindo com isto
novos numeros irracionais. Observe que o método de gerar numeros
irracionais acima sugere que existe um numero infinito de irracionais.

Uma observacao importante no video € a maneira que o desenhista
quer construir a solucao. Observe que, visto de outro modo, o que ele
quer é ver se existe uma unidade de medida de maneira que tanto o
lado como a diagonal do quadrado tenham um numero inteiro de
unidades de medida de comprimento. Assim, ele vai dividir o lado do
quadrado, que mede 1 metro, em n partes, de maneira que a unidade
de medida é 1/n. Como algebricamente temos que a diagonal mede
J2, ele quer saber se existe algum m natural tal que V2 tem m
unidades de medida 1/n, ou seja, V2= m/n. Quando as medidas de
dois segmentos de reta podem ser expressas Como um numero inteiro
de uma MESMA unidade de medida dizemos que eles sao
comensuraveis. No caso, mostramos que os segmentos do lado e
diagonal do quadrado sio INCOMENSURAVEIS. Observe para os
alunos que nada muda se os segmentos sao medidos em metros,
qguilometros, jardas, anos-luz, etc.

O professor ainda pode mostrar como o método de demonstracao
usado para \/; pode ser generalizado para qualquer primo, isto é
pode-se demonstrar com o mesmo método o seguinte Teorema:

Teorema: Se p é um numero primo, entdo | p € um numero irracional.

Prova: Suponha como é feito no video que \/; é racional e pode ser

representado por uma fracao irredutivel m/n, ou seja, \/;:m/n (com

m e n numeros naturais sem fator comum). Elevando ao quadrado
temos que m?* = p n*. Claramente temos desta igualdade que p divide
m? e como p é primo ele necessariamente divide m. Logo podemos
escrever que m = p k para algum numero inteiro k. Elevando ao
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guadrado temos m? = p*> k*. Igualando as duas expressdes de m?
obtemos a equacao p n* = p* k. Simplificando o fator comum p
obtemos n* = pk?. Isto nos diz que p divide n* e como p é primo p
divide n. Portanto obtemos que p divide m e divide também n, o que
CONTRADIZ a hipotese que a fracdo m/n é IRREDUTIVEL!!

Observe que um subproduto 6bvio desta demonstracao é que ela
implica imediatamente que temos um numero INFINITO de irracionais
ja que Euclides mostrou que existe um numero infinito de numeros
primos.

Sugestoes de leitura

Fundamentos da Aritmética, de Hygino Domingues, Atual Editora.
Elementos de aritmética, de A. Hefez, SBM, 2004.
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