@ Nameros
: e funcdes

Matemdtica
Multimidia

Guia do Professor

Video

Eu acho que vi um coelhinho

N

Série Matematica na Escola

Objetivos

1. Apresentar a seqiiéncia de Fibonacci a
partir de um problema de crescimento
populacional, relacionando-a com o
numero de ouro;

2. Exibir a transformacdo um problema de
natureza geométrica em um problema
algébrico;

3. Introduzir a seqiiéncia dos nimeros de

Pell e 0 nimero ou razao de prata.

ATENCAO Este Guia do Professor serve apenas como
apoio ao video ao quai este documento se refere

: o
: \"’ : e nao pretende esgotar o assunto do ponto de vista
§ A. :

matematico ou pedagogico.

Y
(‘0\ : LICENCA Esta obra esta licenciada sob uma licenca
UNICAMP : Creative Commons @@@@
FAD FUNDO NACIONAL Secretaria de Ministério da Ministério Governo
DE DESENVOLVIMENTO ~ s a s in . . ~
DA EDUCACAO Educagao a Distancia Ciéncia e Tecnologia da Educacdo  Federal



Eu acho que vi
um coelhinho

Série
Matematica na Escola

Conteudos

Sequiéncia de Fibonacci, nimero
de ouro, numeros de Pell e a
razao prateada.

Duracao
Aprox. 10 minutos.

Objetivos

1. Apresentar as sequéncias de
Fibonacci e dos numeros de
Pell, relacionando-as com o
numero de ouro e de prata;

2. Transformar um problema de
natureza geométrica em um
problema algébrico.

Sinopse

O querubim Lucas anda
preocupado com a Pascoa este
ano, pois nao ha coelhinhos
suficientes para entregar os ovos
de chocolate da garotada. A
mando do seu patrao, ele
procura entdo o Manoel,
contando que este va ajuda-lo a
criar mais coelhinhos.

Material relacionado

Videos: Naturalmente, Os
cacadores de som de Fibonacci, O
codigo Pascal;

Audios: Sequéncia de Fibonacci:.



Introducao

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do
ensino médio através de situacOes, ficcoes e contextualizacoes. Os
programas desta série usualmente sao informativos e podem ser
introdutorios de um assunto a ser estudado em sala de aula ou
fechamentos de um tema ou problema desenvolvidos pelo professor.
Os programas sao ricos em representacdes graficas para dar suporte
ao conteudo mais matematico e pequenos documentarios trazem
informacodes interdisciplinares.

Sobre o programa

Este video apresenta ao estudante a famosa sequéncia de Fibonacci,
tratando de relaciona-la com o problema de criacao de coelhos que lhe
deu origem.

Figura 1 Joaquim vai criar coelhos

Na ficcao, ndo ha um numero suficiente de coelhinhos entregadores de
ovos de Pascoa para atender todas as criancinhas do planeta, o que
deixa o querubim Lucas muito triste e preocupado. Seu patrao,
consciente da presente situacao, questiona-lhe a razao disto, ao que o
querubim responde explicando-lhe que a criacao de coelhos divina nao
tem acompanhado o crescimento da populacio mundial. E entdo que,
solicitado a encontrar uma solucao para este problema, o querubim
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Lucas lembra-se do seu amigo Manoel que tem uma grande fazenda
aonde poderia criar coelhos e também interesse em garantir um
lugarzinho no céu.

Figura 2 O querubim Lucas precisa de mais coelhos da pascoa

A sequéncia de numeros,
1,1,2, 3,5,8, 13, 21, ...

foi descoberta pelo matematico italiano Leonardo de Pisa, também
conhecido por Fibonacci, e recebeu o nome de seu descobridor.
Fibonacci a encontrou ao estudar o crescimento idealizado de uma
populacdao de coelhos, que tinha inicio com um Unico par de coelhos
recém-nascidos, sendo um deles um macho e o outro, uma fémea,
sobre a qual assumia-se o seguinte:

e Os coelhos atingiam a maturacao sexual dentro de um periodo
de um més, quando se acasalavam e ao final do segundo més a

fémea tinha como cria outro casal de coelhos;

e Em cada més, a partir do segundo més de vida, cada casal de
coelhos dava origem a um novo casal de coelhos;

¢ Nenhum coelho morria.
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Meses _ N° de Pares

1 Y= 1
2 ) i:? 1
3 73 290 ,
4“f{ e }f .

Figura 3: Esquema de reproducao dos coelhos desta populacao.

Analizando-se este problema, podemos perceber que ao final do n-
ésimo més, o numero de pares de coelhos sera igual ao niumero de
casais recém-nascidos somados aqueles do més anterior. Mas
acontece que o numero de casais recém-nascidos € igual ao numero de
pares de coelhos do ante-penultimo més. Portanto, se denotarmos por
F a guantidade de casais de coelhos ao final do n-ésimo més,
chegamos a seguinte relacdao de recorréncia

F=1, F=1, F=F +F nx2

que descreve completamente a seqliéncia de Fibonacci. Chamamos os
termos F_de nameros de Fibonacci.

Uma caracteristica marcante da sequéncia de Fibonacci € que, a partir
de seus termos, podemos construir uma seqliéncia

G)=(F_/F),

que converge ao numero de ouro dos gregos antigos, ¢. De fato,
observe que
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C;n+l = Fn+2/F

n+l1

= (Fn+l * Fn)/Fn+I = I * Fn/Fn+I = I * I/(Fn+l/Fn) = I * I/G”’

ou seja, que os numeros G e G estdo relacionados entre si pela
expressao anterior. Assim, se assumirmos que esta nova sequéncia
realmente convirja, digamos ao numero G, entao poderemos concluir
que

G=1+1/G,

pois os limites de G e G devem coincidir quando fizermos n tender
ao infinito, isto é,

lim G, = lim G =0G.

1

Logo, teremos que G é uma raiz da equacao quadratica
G-G-1=0
e, assim, G deve assumir um dos seguintes valores:

1-+5 1445

ou .
2 2

Evidentemente o primeiro caso nao pode ocorrer, pois a primeira
destas raizes é negativa e a sequéncia (G ) € uma sequéncia de termos
todos positivos. Portanto,

G=1+‘/§.
2

Entretanto, o niumero

1++/5
2

também corresponde ao numero de ouro

@, pois considerando-se um segmento de reta dividido em duas partes
de medidas a e b, com a > b, vé-se que ¢ ainda é a solucdo do
seguinte problema, tomado como a definicio classica da razao
dourada:
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O segmento original esta para a sua maior parte,
assim como a parte maior esta para a menovr delas.

Expresso algebricamente, isto quer dizer
@ = (a+b)/a = a/b.
S6 que, de maneira analoga a anteriormente, podemos ver que

p=(a+b)/a=1+b/a=1+1/a/b)=1+ 1/¢,

ou seja, acabamos de mostrar que o niumero de ouro também € a raiz
positiva do polindmio x? - x - 1. Concluimos entdo que G = ¢.

Os numeros de Pell e a razao de prata
Os numeros de Pell sao definidos pela relacdo de recorréncia

P =1 P,=2 P =2xP +P ,nz3,

2

0 que nos mostra que eles compdéem uma sequéncia de niumeros em
que os dois primeiros termos valem | e 2 e cada um dos demais
termos pode ser obtido pela soma do dobro do termo anterior a ele e
o numero de Pell anterior a este. Os primeiros termos desta seqliéncia
sdo

1,2, 5 12, 29, 70, 169, 408, ...
A sequéncia (S) = (P /P ), obtida pelo quociente de nimeros de Pell
vizinhos, também é convergente e, analogamente ao caso dos

numeros de Fibonacci, seu valor de convergéncia S pode ser calculado
observando-se que

S=pP /P =Q2xP +P )P =2+P /P =2+1/P/P )=2+1/S
e dai fazendo-se n tender ao infinito, o que garante que

S=2+1/S,
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ou ainda, que o numero S é a raiz positiva do polindbmio x? - 2x - 1.
Fazendo-se os calculos encontra-se que

S=1++2,

ao que denominamos numero ou razdo de prata. Esta terminologia
justifica-se em analogia a razao dourada, pois, se considerarmos um
segmento de reta dividido em duas partes de medidas a e b, com a >
b, entdo vé-se que S é a solucao de um problema similar aquele que da
origem ao numero de ouro:

O segmento construido justapondo-se o segmento
original e uma copia de sua maior parte esta para a
sua maior parte assim como a parte maior esta para a
menovr delas.

Algebricamente, isto quer dizer que
S =(2a+b)/a = a/b.

Embora nao tdao conhecida quanto o numero de ouro, 0s gregos ja
estudavam aquilo que hoje conhecemos por razdao de prata, uma vez
que, por exemplo, este numero esta relacionado com os calculos da

J2 e de algumas razdes trigonométricas, por exemplo:

Considere o quadrado ABCD de lado um e sua diagonal AC, que vai ter
o valor incomensuravel 2. Veja a Figura Fazendo uma semireta
definida pelos pontos B e C, e uma circunferéncia centrada em C que
passa pelo ponto A, obtemos o ponto E, que é a interseccao da
circunferéncia e a semireta. O segmento de reta BE vai ter o
comprimento de prata, isto é S=1++2, por construcio. Assim
podemos analisar o triangulo retangulo ABE e as suas razoes
trigonométricas.

sen(a) = EB/EA, cos(a) = BA/EA, tg(a) = EB/AB, cotg(o) = AB/EB.
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O comprimento do segmento AE é dado pelo teorema de Pitagoras,
V1+S8* =./2(S+1). Aqui usamos o fato que a razao de prata é tal que
§2=25+1=1+8*=2(S+1).

Figura 4 Construcao geométrica, com régua e compasso, do segmento de prata BE

Pode-se provar que o = 1/8. Assim, 0s gregos obtiveram seguintes
valores para as razdes trigonométricas em termos da razao de prata:

sen 1T/8 = 5 : cos 11/8 =L; tg /8 =

2(8+D V2(S+1)

%; cotg r/8 = S.

Pell e coelhos

Apesar de historicamente os numeros de Pell nao terem sido usados
para se estudar o crescimento de uma populacao de coelhos, podemos
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fazé-lo, se assim desejarmos. Para tanto, basta considerarmos uma
populacao idealizada de coelhos que atenda as seguintes condicoes:

e Esta populacao tem inicio com um unico casal de coelhos recém-
nascidos, que morrem logo apés terem dado cria a outro casal
de coelhos, o que ocorre ao final de um ano;

e A partir do segundo ano, nenhum coelho morre e cada casal de
coelhos da cria a outro casal de coelhos, se ele tiver apenas um
ano de idade, ou da cria a dois casais de coelhos, quando eles
forem mais velhos.

Podemos ilustrar a situacao acima descrita com a seguinte tabela:

beriodo Ca:;ais de Ca:.;ais de (i:sais dg Total de casais
coe o:s com coelhos com coe os-recem- de coelhos
2 ou mais anos 1 ano nascidos

0 1

1 0 0 1 1
2 0 1 1 2
3 1 1 2+1 5
4 1+1 3 2+2+3 12
5 2+3 7 4+6+7 29
6 5+7 17 10+14+17 70

Tabela 1. Niomero de casais de coelhos nos seis primeiros anos desta

populacao.

Observando-se sua ultima coluna, vemos assim que os totais de casais
de coelhos ao final de cada ano dao origem a sequéncia de niumeros

de Pell.

Sugestoes de atividades

Antes da execucao

Professor, antes de exibir este video aos seus alunos discuta com eles
a questao do crescimento da populacdao mundial e suas implicacoes
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futuras, discorrendo sobre a necessidade de uma maior producao de
alimentos e o preco destes, a ampliacdo da area necessaria para o
cultivo dos mesmos e os impactos ambientais dai decorrentes. Embora
isto nao seja precisamente matematica, o aspecto social de tal
problema nao deve ser deixado de lado.

Depois da execucao

Professor, agora que seus alunos ja conhecem a sequéncia de
Fibonacci, seria interessante também exibir para eles algumas de suas
propriedades. Se quiser, comece demonstrando que a sequéncia (G ),
definida anteriormente neste manual, realmente converge para o
nimero de ouro, (1+V5)/2, segundo a argumentacido que fornecemos
acima. Esta € uma 6tima maneira para argumentar como as diversas
areas da matematica podem se relacionar em um todo coerente e
juntas resolver um problema aparentemente de outra natureza.

De fato, partimos de um problema de geografia/biologia, modelando-o
a partir de uma seqliéncia de niumeros bastante caracteristica, para a
qual determinamos uma relacdao de recorréncia, que posteriormente
nos permitiu algebricamente encontrar uma resposta de natureza
geomeétrica. Se seus alunos compreenderem completamente o que foi
feito aqui, certamente eles gostariam mais de matematica. Obviamente
falta-lhes experiéncia para essa compreensao, o que talvez pudesse
ser compensado, ao menos em parte, deixando-os resolver outro
problema bastante similar a este. Vocé, professor, pode fazer isto
considerando uma nova populacdo de coelhos que cresce como no
topico "Pell e os coelhos" e dai pedir a seus alunos que identifiquem os
numeros de casais de coelhos nos primeiros anos desta populacao,
para que depois eles descrevam uma relacao de recorréncia para estas
quantidades e, por fim, mostrem a convergéncia da sequéncia (S ) para
a razao de prata. Para encerrar a atividade, peca aos seus alunos que
escrevam em casa, diversas ternas de numeros a partir da relacao

2xPP P -P P

n n+l? n+l1

+P?),

1

e tentem identificar que propriedades os numeros destas ternas
guardam entre si. Eles nao devem ter dificuldade em enxergar que, se
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(2xPP P -P P

n n+l’ n+l1

+P?)={(c, b, a),

1

entao a’ = b’ + ¢4, isto €, tratam-se de ternas pitagoricas.
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